Dr. Tim Lutz Grundlagen der Algebra und elementaren Zahlentheorie (Modul 4b)

Institut fiir Mathematik Sommersemester 2024 RPTU
2. Ubungsblatt - Losungshinweise
1. Eigenschaften der Operationen @ und & in Z und Q
Es seien @ und @ auf der Menge der ganzen Zahlen definiert als
a @ b= a3 + b
a®b=4-a-b

a) Welche Zahlen aus der Menge der ganzen Zahlen kommen als Ergebnisse heraus,

wenn die Rechnung a @ b mit beliebigen ganzen Zahlen a,b durchfihrt wird.

Begriinden Sie lhr Ergebnis. 2 BE
b) In den ganzen Zahlen ist Null das neutrale Element der Addition, denn es gilt:

0€EZAV4yez a+0=0+a=a

Gibt es auch fir die Rechenoperation @ ein neutrales Element?

Falls ja, geben Sie das neutrale Element n konkret an und zeigen Sie, dass es das

neutrale Elementvon @ ist. Dh.n E ZAV,eg a@Pn=n@a=a

Falls nein, begriinden Sie, warum es kein neutrales Element zur Operation @ geben

kann. 2 BE
¢) Inden ganzen Zahlen ist Eins das neutrale Element der Multiplikation, denn es gilt:

1€EZAVyga-1=1-a=a

Zeigen Sie, dass % das neutrale Element von ) ist, falls die Operation & auf die

rationalen Zahlen ausgeweitet wird (d.h. V; ,eq a ® b :=4-a - b).

Begriinden Sie, warum eine Ausweitung auf die rationalen Zahlen notwendig ist. 2 BE
d) Inden rationalen Zahlen gibt es fiir alle Zahlen bis auf die Null ein inverses Element

bzgl. der Multiplikation -, denn es gilt:

Vaeq\(0} Ja-teg @- @ T =atra=1
Zeigen Sie, dass es auch bzgl. @ in der Version von Aufgabenteil ¢) fir jedes von
Null verschiedene a € Q ein inverses Element gibt.
Ao - . . -1 _ bsign(a) ..o a

Tipp: Versuchen Sie es mit folgendem Element: ¢~ = T wobei c = 5 2 BE

e) Die fortgesetzte Multiplikation flihrt zum Potenzieren, so gilt etwa:
a-a-...a-a=a"
n Faktoren
Zu welcher Operation fiihrt die fortgesetzte Ausfihrung der Operation ®?
a®a®.®a®a="7
n Faktoren
Geben Sie die Operation wie oben begonnen an und beweisen Sie es durch
vollstandige Induktion. 4 BE

Lésungshinweise zu Aufgabe 1
a) Welche Zahlen aus der Menge der ganzen Zahlen kommen als Ergebnisse heraus, wenn die
Rechnung a@®b mit beliebigen ganzen Zahlen a, b durchfiihrt wird. Begriinden Sie lhr Ergebnis.

Die Menge der Ergebnisse von @ entspricht genau der Menge der (positiven wie negativen)
Vielfachen von 4.

Begrindung:a @ b:=4-a-b

a @ b ist also fir jedes a € Z und b € Z ein Vielfaches von 4.

Andererseits sei m ein Vielfachesvon 4. Danngiltm=4-k=4-k-1 =k @ 1 also lasst sich
jedes Vielfache von 4 mithilfe von & darstellen.
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b) ... Gibt es auch fiir die Rechenoperation @ ein neutrales Element?

c

Falls ja, geben Sie das neutrale Element n konkret an und zeigen Sie, dass es das neutrale Element
von @ ist.
Falls nein, begriinden Sie, warum es kein neutrales Element zur Operation @ geben kann.

Es gibt kein solches ,neutrale Element” fiir @.
Angenommen es gabe ein neutrales Element n fir @. Dann wirde fir dieses gelten:
a @ n = a fir jedes beliebige a € Z

Sei beispielsweise a = 2. Dann wiirde geltena @ n = a3 + n=aq

Folglich miisste n** gleich —6 sein. Das neutrale Element ist eindeutig. Daher miisste —6 auch fiir

a = 1 die Gleichung 13 + n** = 1 erfillen. Es gilt aber 1 + (—6) = —5 . =5 ist nicht 1 und daher
kann es kein neutrales Element fiir @ geben.

... Zeigen Sie, dass 1/4 das neutrale Element von ) ist, falls die Operation & auf die rationalen
Zahlen ausgeweitet wird.
Begriinden Sie, warum eine Ausweitung auf die rationalen Zahlen notwendig ist.

Die Existenz des neutralen Elements % beziglich (Q, ®) kann durch Nachprifen des folgenden

Kriteriums gezeigt werden:

1 1 1
ZEQAvaEQ Q®Z = Z®a=a

Zunachst gilt offensichtlich: i € Q. % ist eine rationale Zahl (Nenner in N, Zdhler in Z).

Sei a € Q beliebig (aber fest). Dann gilt:

a® " (mittels Definition von &)

=4-qa- i (mittels Kommutativgesetz, Assoziativgesetz bezuglich -)
= (4 . %) -a (mittels Regeln der Bruchrechnung)

=1-a (mittels 1 neutrales Element in (Q,-))

=a

Aullerdem gilt

% Ra (mittels Definition von Q)

=4. i ‘a (mittels Assoziativgesetz beziglich -)
= (4 . %) -a (mittels Regeln der Bruchrechnung)
=1-a (mittels 1 neutrales Element in (Q,-))
=a

Damit ist% ein neutrales Element beziglich .

. . . . . . 1 1
Die Ausweitung auf die rationalen Zahlen ist notwendig, denn " & 7 aber " € Q und das neutrale

Element muss laut Definition immer ein Element der Menge sein, auf der die Verknlpfung definiert
ist.
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d) ... Zeigen Sie, dass es auch bzgl. @ in der Version von Aufgabenteil ¢) fiir jedes a € Q \ {0} ein
inverses Element gibt.

Es wird gezeigt:

Das Inverse von beliebigem % € Q\{0}mitaeZ\ {0}und b € N\ {0} ist %ﬁlﬂa).
-1 fir x<O0

Dabeiist sign:R—> R,x =4 0 fir x =0 die Signum- bzw. Vorzeichenfunktion.
1 firx>0

Sei c € Q\{0} beliebig. c lasst sich folglich schreiben als ¢ = % mita € Z\ {0}und b € N\ {0}.

b-sign(a)
16-]a|

1

Sei ¢~ * nun definiert durch

Element ist.
cleq,

denn fur den ,,Zahler” gilt b - sign(a) € Z \ {0},
dab € N\ {0} undsign(a) € {-1,1},daa # 0, a € Z

und fur den ,Nenner“gilt 16 - |a] € N
AuRerdem ist deshalb c™1 € Q \ {0}

c®c?
= % b:fﬁfr) (Definition ®, Kommutativgesetz, Assoziativgesetz beziiglich - )
=4. % . %ra(la) (Bruchrechnung)

__ 4-a-b-sign(a)

b-16-|al (Ktrzen b (b > 0), Kiirzen 6)

_ Llatlsign(a) (1 neutral in (Q,))

1-4+|a|
— Lasign(@) (Bruchrechnung, KG)
4|al
_ asign(a) 1 o _
=228 2 (- sign(a) = |al)
_lal 1 ]
=ial 1 (Kurzen |al (a # 0))
=1 -% (1 neutral in (Q,"))
= i (neutrales Element bezlglich (Q,&))
Analog zeigt man: ¢! @ c = i
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e) ... Geben Sie die Operation wie oben begonnen an und beweisen Sie es durch vollstédndige
Induktion.

Die fortgesetzte Ausfilhrung der Operation ® fiihrt zu 41 - a"® (n € N\ {0,1}).

a®RaRa® - Ra=4"1.q"

n Faktoren

Beweis durch vollstandige Induktion tber n:

Beh: Vaempo; aQa®@a® - Qa=4""1-a"
n Faktoren

IA: (n = 2)

Firn = 2 gilt:

a@Qa=4-a-a=4-a*>=41.q% =4271.g2 =4n-1.4n

IS:(Induktionsschritt)
IV: Fiir ein beliebiges (aber festes) n € N\{0,1} gelte: a ®a Q@ a ® - Q a = 4""1 - a™.

Zu zeigen bleibt die Induktionsbehauptung:

a®a®a®___®a®a:4(n+1)—1_an+1

n+1 Faktoren

Es gilt:

a@®@a®@a®R® - RRa®a (® ist assoziativ)
n+1 Faktoren

@®aRQa®-Qa)Ra (IV)
n Faktoren

=4"1.g"Qa=4-4"1-a") -a
(Definition @, Kommutativ- & Assoziativgesetz)

=4-(4"1.a")-a (- ist assoziativ)
=4.-4"1.g". g (Potenzregeln)

= (414" 1) . (a"-a') (Potenzregeln)

= gltn-1 4n+l

a (Kommutativgesetz +)

— 4(n+1)—1, n+1

a

AbschlieBend betrachten wir zwei noch nicht beachtete Sonderfille:

e Mit,a’“ bezeichnet man normalerweise das sogenannte , Leere Produkt”, das gleich dem
Einselement ist (das ist wichtig damit man Potenzrechenregeln fir @ einfiihren kann). Und
tatsachlich: Setzt man in der Formel n = 0, so erhélt man:

gn=1.gn =471.4% = % (Das ist das neutrale Element bzgl. ®.)

e ,a'“ bezeichnet normalerweise ,a“ und tatsachlich: Setzt man in der Formeln = 1, so
erhalt man: gn=1.gn =40.ql =g
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2. Reste erkunden
Beim Rechnen mit natiirlichen Zahlen entdecken schon Grundschulkinder Muster und
Strukturen in den Additions- und Multiplikationstafeln. Beispielsweise haben be-
stimmte Produkte dieselben Endziffern. Dies gilt z. B. fiir 6 - 3 (Endziffer 8) und 7 - 4
(Endziffer 8) bzw. 7 - 2 (Endziffer 4) und 8 - 3 (Endziffer 4). Dass die Untersuchung von
Endziffern mathematische Strukturen aufdeckt, liegt an unserem Zahlensystem: Die
Endziffern einer Zahl sind deren Einer, die Ziffern davor alle Vielfache von 10. Damit
ist die Endziffer gerade der verbleibende Rest, wenn man eine Zahl durch 10 teilt. Man
kann sich auch fiir die Reste bei anderen Divisionen interessieren, denn die Zehn als
Basis unserer Ziffernschreibweise ist eine historisch willkiirliche Wahl, das
Zahlensystem der Babylonier hatte z. B. die sechzig als Basis.
Hier ist eine Multiplikationstafel abgebildet, bei der die
Eintrage in den Zellen jeweils die Reste der Produkte des
Zeilen- und Spaltenkopfs beim Teilen durch vier sind. So
ergibt sich in der Multiplikationstafel z. B. der Eintrag in
der Zelle mit Spaltenkopf 2 und Zeilenkopf 1 wie folgt:
(1-2):4=2:4=0Rest2
Dieser Rest 2 steht dann als Eintrag in der Zelle. Entspre-
chend ergibt sich der Eintrag in der Zelle mit Spaltenkopf 7
und Zeilenkopf 3 aus dem Rest der folgenden Rechnung:
(3:7):4=21:4=5Rest1(21=5-4+1)
a) Fertigen Sie eine analoge Multiplikationstafel fur die Division der Zahlen von 0 bis
12 mit Rest durch 6 an. 2 BE
b) Beim Teilen einer natiirlichen Zahl durch 5 kann es nur die Reste 0,1, 2,3 und 4
geben.
Falls Sie sich fragen, wie das gemeint ist, dann machen Sie sich Folgendes klar:
14 : 5 = 2 Rest4, weil 14 =2 -5 + 4 ist.
Stellen Sie diese Tatsache auf geschickte Art und Weise als Punktmuster dar und
begriinden Sie damit, dass es beim Teilen einer nattrlichen Zahl durch 5 nur die
obengenannten Reste geben kann. 2 BE
c) Die Zahlen 3 und 27 lassen beim Teilen durch 4 denselben Rest, denn es gilt:
3=0-4+4+3
27=6-4+3
Man sagt in so einem Fall auch: »3 kongruent 27 modulo 4.“
Eine Kurzschreibweise dafiirist: 3= 27 mod 4
Sortieren Sie die Zahlen 0,1, 2, ..., 34, 35 passend in folgende Tabelle:
0 mod 4
1 mod 4
2 mod 4
3 mod 4 3 BE
d) Sortieren Sie auch die Zahlen —35,—34, ..., —2,—1 passend in folgende Tabelle
und begriinden Sie Ihre Zuordnung exemplarisch fiir je einen Zahlenwert in jeder
Zeile:
0Omod 6
1 mod 6
2mod 6
3mod6 3 BE
e) Welche der nebenstehenden Aussagen sind richtig? 21 =4 mod 3
Begriinden Sie jeweils Ihre Entscheidung. 21 =9mod 3
21 =3 mod4
21=41mod4 2,5BE
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21 =7mod6
21 = 3 mod 2
f) Welche Ziffer kann man anstelle des ,X“ schreiben,
sodass die Kongruenz gilt:
5X=4modX 1BE
g) Vervollstindigen Sie folgenden Satz:
Flir zwei ganze Zahlen a und b gilt a = b mod 2 genau dann,
wenn a und b beide oder beide sind. 0,5 BE
h) Begriinden Sie, warum zwei Zahlen a und b genau dann kongruent modulo 4 sind,
wenn deren Differenz durch 4 teilbar ist.
4 BE

Lésungshinweise zu Aufgabe 2

a) Fertigen Sie eine analoge Multiplikationstafel fir die Division mit Rest durch 6 an. In den Zeilen-
und Spaltenkdpfen verwenden Sie bitte die Zahlen 0, 1, 2, ..., 12.

oft]2]3[4]5[6]7[8]0]10]11]12
o lolorololololeloTololo]olo
1|o[1]2[3|@l@lol1[2[3|@|@] D
2 |0le@ol2l@lo|2i@lo|2|@|0
slolslofsfolslo[30]s|o]|3]0
slo(@20]|@2]o/@20|@| 20
5 0|@@sl21/o/@@a|2|1]0
6 [oforofolofolololololo]olo
7 o[1]|2(3|@@®0|1(2(3|@ ®|0
s (oj2@o|2(@ o2 ®o|2|@|0
olo[30[s|ols|o|slo|s|0|3]|0
10(0|@20|@2(0/9 20920
1|o|®@D 3210 OPD|3[2]1]0
12]ofloiolofofofololofolofo]o
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b) Beim Teilen einer nattrlichen Zahl durch 5 kann es nur die Reste 0, 1, 2, 3, 4 geben.
... Stellen Sie diese Tatsache auf geschickte Art und Weise als Punktmuster dar und begriinden Sie
damit, dass es beim Teilen einer natlirlichen Zahl durch 5 nur die obengenannten Reste geben

kann.
00000 10=2-5+0
4= Rest 0
=25 %1 g 14=2-5 +4
4= Rest 1 4= Rest 4
12=2-5+4+2 ggggg 15=3-5+4+0
= Rest 2 “‘Oo 4= Rest
13=2:-5+3
@ Rest 3

¢) Sortieren Sie die Zahlen 0, 1, 2, ..., 34, 35 passend in folgende Tabelle

0 mod 4 0,4,8,12,16,20,24,28,32
1mod 4 1,5,9,13,17,21,25,29,33
2mod 4 2,6,10,14,18,22,26,30,34
3mod 4 3,7,11,15,19,23,27,31,35

d) Sortieren Sie auch die Zahlen —35, —34, ..., —2, —1 passend in folgende Tabelle und begriinden
Sie lhre Zuordnung exemplarisch fir je einen Zahlenwert in jeder Zeile:

0 mod 6 —6,—12,-18,—-24,-30 —6=0mod6 da —6=(-1)-6+0
1mod 6 -5,-11,-17,-23,-29 —5=1mod6 da -5=(-1)-6+1
2mod 6 —4,-10,-16,—22,—-28 —4=2mod6 da —4=(-1)-6+2
3mod 6 -3,-9,-15,-21,-27,-33 —3=3mod6 da -3=(-1)-6+3
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e) Welche der nebenstehenden Aussagen sind richtig?
Begriinden Sie jeweils Ihre Entscheidung.

21 =4mod 3

21=7-340 und 4=1-3+41also falsch.
21 =9mod 3

21=7-34+0 und 9=3-3+ 0alsowahr.
21 =3 mod 4

21=5:-441 und 3 =0-4+ 3 alsofalsch.
21 = 41 mod 4

21=5-441 und 41 =10-4+ 1 also wahr.
21=7mod 6

21=3-6+3 und 7=1-6++1also falsch.
21 = 3mod?2

21=10-2+1 und 3 =1:2+4 1 also falsch.

f) Welche Ziffer kann man anstelle des ,X“ schreiben, sodass die Kongruenz gilt: 5X = 4 mod X
4 mod 0 ist nicht definiert

4 mod 1:
4 =4-140,d.h.4ist kongruent zu 0 mod 1, wie auch jede andere ganze Zahl: 51 = 511+ 0,
also ist auch 51 kongruent zu 0 mod 1 und damit 1 eine geeignete Wahl fiir X

4 mod 2:
4 =224 0undzugleich52 = 26 - 2 4+ 0 also ist 52 kongruent zu 4 mod 2. Damit ist 2 eine
geeignete Wahl fur X

4 mod 3:
4 =1-341undzugleich53 =17 - 3 + 2. Damit ist 3 keine geeignete Wahl fir X.

4 mod 4:
4 =4-1+4 0und zugleich 54 = 13 - 4 + 2. Damit ist 4 keine geeignete Wahl fir X.

4 mod 5:
55 hinterldsst keinen Rest bei Division durch 5 und 4 = 0 - 5 4+ 4. Also ist 5 keine geeignete Wahl
far X.

4 mod 6:
56 =9-64+2und4 =0-6+ 4. Also ist 6 keine geeignete Wahl fir X.

4 mod 7:
57=8-74+1und4 =0-7+ 4. Also ist 7 keine geeignete Wahl fir X.

4 mod 8:
58 = 7-8+2und4 =0-8+ 4. Also ist 8 keine geeignete Wahl fur X.

4 mod 9:
50=6-9 +5und4 = 0-9 + 4. Also ist 9 keine geeignete Wahl fiir X.
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g) Vervollstindigen Sie folgenden Satz:
Flr zwei ganze Zahlen a und b gilt a = b mod 2 genau dann,
wenn a und b beide oder beide ____sind.

Flir zwei ganze Zahlen a und b gilt a = b mod 2 genau dann, wenn a und b beide gerade oder
beide ungerade sind

h) Begrinden Sie, warum zwei Zahlen a und b genau dann kongruent modulo 4 sind, wenn deren
Differenz durch 4 teilbar ist.

Wir zeigen die Aussage in zwei Teilen. Wir zeigen zunachst die Aussage:

1. Ist die Differenz zweier ganzer Zahlen durch 4 teilbar, so sind die zwei Zahlen kongruent
modulo 4.

Danach zweigen wir die Aussage:
2. Sind zwei Zahlen kongruent modulo 4, so ist deren Differenz durch 4 teilbar.

Wenn wir 1. und 2. zeigen konnten, haben wir die Aussage g) gezeigt.

Zul.

Ist die Differenz zweier ganzer Zahlen a und b durch 4 teilbar, dann gibt es ein z € Z mit
a—b=14z

Umstellen ergibt:
a=b+4z

Zu b kommen somit nur Vielfache von 4 dazu bzw. werden weggenommen. Das sind dann immer
eine gewisse Anzahl voller Viererreihen.

Am Rest, der an der nicht vollen Viererreihe gesehen werden kann, falls er von Null verschieden
ist, andert sich dadurch nichts. Somit miissen a und b bei Division durch 4 denselben Rest haben
und sind somit kongruent modulo 4.

Zu 2.

Gilt umgekehrt a = b mod 4, dann lassen a und b bei Division durch 4 den gleichen Rest r mit
re€{0,1,2,3}

Esgiltdann: a=g¢qg-4+7r wund b=gq,-4+r miteindeutigbestimmtenq,,q, € Z.
Damitfolgt: a—b=q,-44+r—(q-4+71)=(q1—q2) 4+7r—1r=(q1 —q2) - 4

Da q4, 9, € Zfolgt (q; — q2) € Z und somit ist a — b ein Vielfaches ((q; — g3)-faches) von 4.
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