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3. Ubungsblatt - Lésungshinweise

1. Drehwinkel bei einer Drehung aus zwei hintereinander ausgefiihrten Spiegelungen
Beweisen Sie, dass der Drehwinkel der Drehung, die aus zwei Spiegelungen entsteht,
doppelt so groR ist wie der Winkel zwischen den beiden Spiegelachsen 6 BE

Hinweise:

(1) Das linke Bild hilft Ihnen, die Winkelbeziehungen zu erkennen und fiir einen
allgemeinen Beweis zu nutzen.
(2) Das rechte Bild stellt die Grundidee pragnant dar. Kénnen Sie es deuten?
(3) Sie kdnnen folgendes benutzen:
o Achsenspiegelungen sind Kongruenzabbildungen, bilden also Figuren der
Ebene auf dazu Deckungsgleiche Figuren ab.
o Kongruenzabbildungen sind insbesondere winkeltreu, verdandern also die
Grole eines Winkels beim Abbilden nicht.

Lésungshinweise zu Aufgabe 1
(Vor.) Die beiden Geraden a und b schneiden sich im Punkt § unter dem Winkel a.
anb={S} A |2(b,a)| = a
Wir betrachten nun oBdA! einen Punkt 4, der, wie in der linken Abbildung, im Winkelfeld des
Winkels a liegt. Dabei schlieRt die Gerade SA mit a den Winkel g ein.
|£(SA,a)| = B
(1) A’ist der Bildpunkt des Punktes A bei Spiegelung an der Geraden a.
s,(A)=A'

(2) Da Achsenspiegelungen Kongruenzabbildungen sind, bilden sie u.a. Winkel auf gleichgroRRe
Winkel ab. Deshalb gilt fiir die WinkelgréRe des Winkels y der von a und der Geraden SA’
eingeschlossen wird:

y = 14(a, SA")| = |£(SA, )| = B
(3) Fir den Winkel £ zwischen SA’ und b gilt:
©))
e =|4(b,SAN| = |2(b,a)| + |£(a,SA)|=a+y Ea+p
(4) A'""ist der Bildpunkt des Punktes A’ bei Spiegelung an der Geraden b.
5(4) = A"

(5) Da Achsenspiegelungen Kongruenzabbildungen sind, bilden sie u.a. Winkel auf gleichgroRe
Winkel ab. Deshalb gilt fiir die WinkelgréRe des Winkels 6 der von der Geraden SA” und b
eingeschlossen wird:

(3)
8§ =14(SA",b)| = |2(b,SAN| Ea+p

(6) Fir den Winkel zwischen SA" und SA’ folgt:

! ohne Beschrankung der Allgemeinheit (0BdA). Wenn A nicht im Inneren des Winkels liegt, dann vertausche
die Bezeichner flir a und b oder drehe um 180°. Dann wiirde A im Inneren des Winkels liegen. Daher ,,0BdA“
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(3),(5)
|£(SA",SA")| = |2(SA",b)| + |2(b,SA)| & a+f+a+f=2a+2B

(7) Fur den Winkel zwischen SA" und SA ergibt sich daraus:
(6),(Vor),(2)
|£(SA",SA)| = |4(SA",SA")| — |£(SA,SA")| = (Ra +2B) — 2B =2«
(8) Da es sich bei der WinkelgréRe |£(SA"',SA)| um die WinkelgréRe handelt, um die man 4
drehen muss um A"’ zu erhalten, folgt daraus die Behauptung.

2. Achsenspiegelung an zueinander senkrechten Geraden
Seien a und b sich schneidende Geraden.
Beweisen Sie:
alb=s,08,=Sp°8, 2 BE

Lésungshinweise zu Aufgabe 2

Beweis:

Vor.: Sind a, b zwei Geraden, die sich im Punkt Z im rechten Winkel schneiden.
D.h.anb ={Z}und |2(a,b)| = |£(b,a)| = 90°.

(z.Z.:sg o sp = 5p05,)

Nach Aufgabe 1 gilt:

a) s, oSy ist gleich einer Drehung mit Drehzentrum Z um einen Drehwinkel, welcher doppelt so
groR ist wie der von der Geraden b und a eingeschlossene Winkel (nach Vor. |2(b,a)| =
90°).D.h.:sg o5 = dz 1500

b) s, o s, ist gleich einer Drehung mit Drehzentrum Z um einen Drehwinkel, welcher doppelt so
groR ist wie der von der Geraden a und b eingeschlossene Winkel (nach Vor. |2(a, b)| =
90°).D.h.:sp 055 = dz1g0°

a) b)
~ ~
Insgesamt also: s, o s, = dz 1g80° = Sp © Sq

3. Bedeutung von Termen und zulédssige Umformungen
Geben Sie jeweils an, was die folgenden Terme bedeuten und ob bzw. unter welchen
Bedingungen die angegebenen Umformungen zulassig sind. Begriinden Sie jeweils ihre
Antworten.
Hinweis:
Sie kdnnen folgendes benutzen: d; g o dz o = dzq4p

0) $105,081 0S8, =85105,05,05; =5;0(S,053)05;

=sy0idos; =s;0s8; =id 2BE

Lésungshinweise zu Aufgabe 3a)
i. ii. iii. iv. iii.
- - ~ . ~ .
S10S,08;0S,=8,08,08,05 =5;0(S,08,)os; =s,0idos; =s;05; =id

Begriindungen:

i Unzulassige Umformung: Verkettung von Abbildungen ist nicht kommutativ.
ii. Assoziativitat der Achsenspiegelung
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iii. Das zweimalige Spiegeln an der gleichen Spiegelachse entspricht der identischen
Abbildung, denn s~ ! = s.

iv. Das Verketten einer Abbildung mit der identischen Abbildung ergibt wieder die
Abbildung, dies ist sogar kommutativ, denn id ist bzgl o das neutrale Element.

2
b) sjoes;oesy08; =(s308;)0(s;08;,) =(s108,)% = (dZ,a) =dzz.q 2 Be

Lésungshinweise zu Aufgabe 3b)

ii. v vi Hinweis aus Aufgabe

§1082°81°5; = (s1°82)°(s1°53) = (510 52)2 = (dz,oc)z = dz2.«
Weitere Begriindungen:
V. Abkirzende Schreibweise.
vi. Verkettung von zwei Achsenspiegelungen an sich schneidenden Achsen ist eine Drehung.
c) sye(spesz)=(spes1)o(s108y) =ide(sp05)=s1°85; 2 BE

Lésungshinweise zu Aufgabe 3c)
vii. iii. iv.
sp0(s1052) 2 (sy051)0(s108;) Fido(sy05,)Es;05,
Weitere Begriindungen:

vii. Diese Umformung dhnelt von der Struktur einem Distributivgesetz, dies ist nicht zulassig.

d) dZ,a ° dZ,a ° dZ,a ° dZ,a = d%,a = dZ,4-a =id 2 BE

Lésungshinweise zu Aufgabe 3d)
Hinweis aus Aufgabe viii.

4 jasa)} [ I
dZ,O( = dZA-'O( = id

3=

dZ,a ° dZ,(x ° dZ,(x ° dZ,(x
Weitere Begriindungen:

viii. Im Allgemeinenist dz , o d , nicht id.
Gegenbeispie|: a=60°= dz’a o dZ,Ol - dZ,60° o dZ,60° = dZ,2'60° = dZ,120° * ld
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4. Deckabbildungen eines reguldiren Sechsecks
Die Eckpunkte eines reguldren Sechsecks Fg seien mit A4, B, C, D, E und F bezeichnet.
a) Geben Sie alle Deckabbildungen des
regularen Sechsecks an und notieren Sie
jeweils auch, welcher Eckpunkt des
regularen Sechsecks dabei auf welchen
Eckpunkt abgebildet wird. Gehen Sie

dabei wie in folgendem Beispiel vor:

_ (A BCDE F)
a

~\AFEDCB
Falls sich Drehungen unter den

Deckabbildungen befinden, notieren Sie

bitte jeweils auch das zugehorige A

Drehzentrum Z und die WinkelgroRe des L S

Drehwinkels a im GradmaR: dz , 4BE
b) Zeigen Sie, dass alle Deckabbildungen des reguldren Sechsecks durch Verkettung o

aus einer geeigneten Drehung d und einer geeigneten Achsenspiegelung s

erzeugt werden konnen. Dabei kdnnen d bzw. s ggf. mehrfach in der Verkettung

vorkommen. Rechnen Sie jeweils nach, dass die von |hnen angegebenen

Verkettungen auch wirklich der jeweiligen Deckabbildung entsprechen. 5BE

" R

Lésungshinweise zu Aufgabe 4a) und 4b) kombiniert

Die Deckabbildungen des reguldren Sechsecks sind laut Vorlesung genau die folgenden:
_ (A BCDE F) _
a AFEDCB
(sq bezeichne die Achsenspiegelung an der Geraden durch A und D)

ABCDEF)_(ABCDEF)O(ABCDEF 2

ld:dz'°°=(ABCDEF “\4FEDCB AFEDCB)ZSOSZS

o= (25050 -0

ABCDEF ABCDEF ABCDEF

dser =(cppran) =Genera) (Geppra) =d°d=4
s =(ppranc)=(eprra) (Cogpap) =4 =d
deaw=(grapcn)=(coera) (Orrapc)=dod =d
doawr = (s apcoe) = epera) (Erapcp) =44 =4
v =(sareoc)=(coera)(Grepcs) =dos =

(sq bezeichne die Achsenspiegelung an der Mittelsenkrechten von AB)

=(ABCDEF)=(ABCDEF) (ABCDEF
b CBAFED CDEFAB AFEDCB
(sp bezeichne die Achsenspiegelung an der Geraden durch B und E)

) d?os =d>?s

_(ABCDEF\_(ABCDEF ABCDEF\ _ ;3 3
h_(DCBAFE)_(DEFABC)O(AFEDCB) d*es=d’s
(sp, bezeichne die Achsenspiegelung an der Mittelsenkrechten von B(C)
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_(ABCDEF\_(ABCDEF ABCDEFN _ ;4 . _ 4

C_(EDCBAF)_(EFABCD)O(AFEDCB) d%es=d's

(s; bezeichne die Achsenspiegelung an der Geraden durch C und F)
_(ABCDEFY_(ABCDEF\_ (ABCDEF\_ ;5 ._ 45

S"_(FEDCBA)_(FABCDE) (AFEDCB)_d s=d’s

(sg bezeichne die Achsenspiegelung an der Mittelsenkrechten von CD)

’ Erreichbare Gesamtpunktzahl fiir dieses Ubungsblatt: 25 BE

https://tim-lutz.de

Seite 5von 5



