Dr. Tim Lutz Grundlagen der Algebra und elementaren Zahlentheorie (Modul 4b)

Institut fir Mathematik Sommersemester 2024 RPTU
4, Ubungsblatt - Losungshinweise
1. Eindeutigkeit des neutralen Elements
Beweisen Sie, dass das neutrale Element e einer Gruppe (G, *) eindeutig ist. 3 BE

Hinweis:
Flihren Sie einen Widerspruchsbeweis.

Lésungshinweise zu Aufgabe 1
Beweis:

Angenommen, es gadbe zwei verschiedene neutrale Elemente e;, e, € G in einer Gruppe (G,*).

D. h.:
(1) es #e;
(2) Vgec e1*xg=9g*xe; =g (eq ist neutrales Element)
(3) Vgeg e2xg=g*e;=g (e, ist neutrales Element)
Dann gilt:
(3) ()
e, e, xey, = ey, also e; = e, und dies ist ein Widerspruch zu (1) e; # e,. |
2. Eine kleine Gruppe?
Die Menge {—1,0, 1} ist Teilmenge der ganzen Zahlen Z. Zeigen oder widerlegen Sie
folgende Aussage:
({—1,0,1}, ) ist beziiglich der Multiplikation eine Gruppe.
(Gemeint ist die ,,normale” Multiplikation, die Sie aus der Grundschule kennen.) 3 BE

Lésungshinweise zu Aufgabe 2

Um die Aussage ({—1,0,1}, -) ist bezuglich der Multiplikation eine Gruppe zu widerlegen, reicht es

aus eine der Gruppeneigenschaften zu widerlegen. Hier soll (G3) widerlegt werden, indem die

Negation von (G3) gezeigt wird.

(G3) Vgeg Ig-teq 9 * g l=gtxg=e (Existenzinverser Elemente)

Es gilt:

Das neutrale Element e bzgl. der Multiplikation in Z ist die 1, auch in {—1,0,1} c Z ist die 1 das

neutrale Element, denn:

Zu zeigen: Iy e(-1,0,1} Yge(-1,013 90" 9 F1Vg-go # 1
Wiéhle g, = 0 und sei g € {—1,0, 1} beliebig, dann gilt:
90°9=9-90=0%#1

Somit ist (G3) widerlegt und ({—1,0, 1}, -) ist keine Gruppe.
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3. Diedergruppe D4 und Vertauschbarkeit — Zentralisator

Die Diedergruppe (D, ©) ist nicht kommutativ, d.h. im Allgemeinen gilt fir Deck-

abbildungen ¢ und ¥ des Quadrats: @oyY #YPo @

Zu jeder einzelnen Deckabbildung ¢ € D, kann man die Deckabbildungen ¥ € D,

finden, flr die gilt @ o ) =1 o ¢, die also bzgl. der Verkettung von Abbildungen mit ¢

vertauscht werden diirfen. Die Menge aller Deckabbildungen aus D,, die bzgl. der

Verkettung o mit ¢ vertauscht werden diirfen, nennt man Zentralisator Z(p, .)(¢) von

¢ bzgl. (Dy, ©): Zpyo) (@) :={Pp EDsl @oth =1 o g}

Bestimmen Sie fiir alle Deckabbildungen des Quadrats jeweils den Zentralisator bzgl.

(D,4, ©) und erldutern Sie jeweils, was das Ergebnis bedeutet. 6 BE
Lésungshinweise zu Aufgabe 3 o lid| d | d?|d3| s |ds |d?s|d3s
Betrachtet man die Verknlpfungstafel der Die- [ > 3 X ;
dergruppe (D4,°0) , dann lassen sich folgende id Lgell d” | d dsi| d*s| d’s
Zentralisatoren ablesen: d Peh d2 | a3 B d3s ds | d?s

(1) Z(D4,o)(l.d) = D4_ dz dz d? a a d?s | d3s ds
Die |den"c|sche Abbildung id lasst sich mit allen &l PN 2 | as | a2l a3
Deckabbildungen des Quadrats vertauschen,
weil id das neutrale Element bzgl. o ist und | § ds | d’s| d3s|gEN d? | d3
fi h ilt:
daflir nach (G3) gilt _ ds | ds | a?s| s el @3 BEm 0| @2
Vpep, idep =@ =¢eid
d?s|d?s| d3s ds | d? | d° QLAY
2) _

(2) Z(p,(d*) = D4 d3s | o5 [N ds | 250 a2 | a3 [P

d? = dy1g0°, die Drehung um 180° um den
Mittelpunkt des Quadrats ldsst sich mit allen Deckdrehungen des Quadrats vertauschen, weil Z,
kommutativ bzw. abelsch ist und mit allen Deckspiegelungen des Quadrats, da die Drehung um
180° eine Punktspiegelung ist, die mit jeder Achsenspiegelung an einer Achse durch das
Spiegelzentrum der Punktspiegelung vertauschbar ist.

B) Zp,o(d) =Zp,(d®) ={id d d* d3} =2,

Die Drehung um 90° und die Drehung um 270° vertauschen nur mit den anderen Drehungen wegen

dz,a ° dZ,B = dz,a+3 = dZ,B+a = dZ,B ° dZ,a-

8) Zp, . (s) = {id, d? s,d*s} = Zp, ., (d?s)

(5) Z(p,(ds) = {id,d? ds,d3s} = Zp, .,(d3s)

Die Spiegelung an einer Geraden vertauscht wegen (1) und (2) immer mit id und d? und, weil eine
Spiegelung selbstinvers ist, auch mit sich selbst, sowie mit Spiegelungen an Geraden, die senkrecht
auf der Ausgangsgeraden stehen (vgl. Vorlesung und s L d?s sowie ds L d3s).
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4. Untergruppenkriterium
Beweisen Sie folgende Aussage, bei der es sich um eine Richtung des Satzes 2.2.1 aus
dem Skript handelt:
Wenn fiir eine Teilmenge U € G einer Gruppe (G, *) folgendes gilt
(UG1) Vapev a*b €U (Abgeschlossenheit) und
(UG2) Vgeeyaleu (Inverse in U enthalten),
dannist (U, *) eine Gruppe.

Hinweis: Sie muissen also nachweisen, dass aus U € G, (UG1) und (UG2) alle
Gruppeneigenschaften (G0), (G1), (G2) und (G3) folgen. 6 BE

Lésungshinweise zu Aufgabe 4
Voraussetzung: U € G, (G,*) ist eine Gruppe und es gilt:

(UG1) Vapey a*b €U (Abgeschlossenheit) (*)
(UG2) VgeyalelU (Inverse in U enthalten)  (**)
Zu zeigen: In (U,°) gelten alle vier Eigenschaften einer Gruppe:
(GO) Vgpeya*b€eU (Abgeschlossenheit)
(Gl) Vgpceva*(b*xc)=(a*b)*c (Assoziativitat)
(G2) Fpey Vgeya*e=e*xa=a (Existenz eines neutralen Elements)

(G3) VgeyIgieya*xal=alxa=e (Existenzinverser Elemente)

Beweis:
(GO) gilt wegen Voraussetzung (UG1).
(G1) Die Gultigkeit von (G1) ergibt sich wie folgt:
(1) DaU c G, ist jedes Element von U auch ein Element von G.
(2) Weil nach Voraussetzung (G,*) eine Gruppe ist, gilt (G1) fir alle Elemente a, b, c € G und
damit insbesondere fiir alle Elemente a,b,c € U € G.
Damit ist U bzgl. der Verknipfung * assoziativ.
(G2) Die Giiltigkeit von (G2) ergibt sich wie folgt:
(1) Wegen Voraussetzung (UG2) liegt das Inverse jedes Elements a € U wieder in U
(a1 e ).
(2) Nach der Eigenschaft (G3) in (G,*) gilt: Vaeycg Ig-1eycg@ *a™* = a1 xa = e, wobeie
das inverse Element von (G,*) ist.
(3) Da die Teilmenge U < G nach Voraussetzung (UG1) bezlglich der Verknlpfung von (G,*)
abgeschlossen ist, muss das neutrale Element e € G auch Element von U € G sein.
(4) DaU < G und fur jedes Element a aus G gilt a x e = e x a = q, folgt, dass auch fir jedes
ElementaausUgilt:axe =exa=a
Das bedeutet aber, dass das neutrale Element e von G auch neutrales Element von U ist.
(G3) Die Gultigkeit von (G3) ergibt sich wie folgt:
(1) Firjedes a € U ist nach (UG2) auch a™! € U. Das ist aber das inverse Element zu a aus G.
(2) Da wie unter (G2) gezeigt das neutrale Element e von G auch neutrales Element von U ist
und wegen (UG1) auch in U liegt, folgt direkt: ~ V, ;-1cy ax al=e€cU [ ]
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5. Spezielle Gruppen
Es sei
e M :=(id,d,d?) eine Teilmenge von Zg,
e N :=(id,d? d*) eine Teilmenge von Z;und
o 47:={z€Z|3teg z=4"t}.
Beweisen Sie:
a) (M, o) ist keine Gruppe. 1BE
Lésungshinweise zu Aufgabe 5a
(M, o) ist keine Gruppe.
(M, o) ist keine Gruppe, denn (M, o) ist nicht abgeschlossen.
Zu zeigen: A, pey acb &M
Wahle a = b = d, dann gilt
ach=doed=d*¢M
[ |
| b) (N, o) ist eine Gruppe. 3 BE |

Lésungshinweise zu Aufgabe 5b

id

id

(N, o) ist eine Gruppe.

d2

Betrachtet man die Verknuipfungstafel von (N, o), dann lasst sich an
der Tafel erkennen: d

d4

id

d2

(GO): Die Menge ist abgeschlossen bzgl. o, denn als Ergebnisse treten nur Elemente von N auf.

(G2): id ist das neutrale Element von o, denn die Zeile mit id ist identisch mit der Zeile der
Abbildungen, die zuerst ausgefiihrt werden und die Spalte ist identisch mit den

Abbildungen, die danach ausgefiihrt werden.

(G3): Jede der Abbildungen hat ein inverses Element in N, denn in jeder Zeile und jeder Spalte

tritt das neutrale Element einmal an der passenden Stelle (kommutativ) auf.

(G1): Die Assoziativitat Iasst sich an der Verknlpfungstafel nicht erkennen, jedoch wird die
Assoziativitat geerbt von der Gruppe (Zg,0), denn N € Z;. Siehe Losungshinweise zu

Aufgabe 4.
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c) (4Z,+) ist eine Gruppe. 3 BE

Hinweise: (Z, +) ist eine Gruppe, 4Z S Z und (Zg, ©) ist eine Gruppe.

Lésungshinweise zu Aufgabe 5c¢
(4Z, +) ist eine Gruppe.

Laut dem Hinweis gelten die Voraussetzungen, 4Z € Z und (Z, +) ist eine Gruppe, weshalb die

Untergruppenkriterien zum Beweis genutzt werden kénnen.

(UG1): (4Z ist abgeschlossen bzgl. +)
Zu zeigenist: Vg peaz a+b € 4L
Seien a, b € 47 beliebig, dann gibt es aufgrund der Definition von 4Z t,,t, E Zmita =4 - t;
undb =4-t, (*).
Es gilt:
(%) Distributivgesetz in (Z,+,") tz =t +t;
a+b=4-t;+4-t, = 4-(t;+t) =2 4-t,.
Da ty,t, € Z und Z abgeschlossen bzgl. + ist, folgt t; € Z und somita + b = 4 - t; € 4Z.
(UG2): (inverse Elemente in 47Z: Vaeaz — a € 47Z)
Fir jedes beliebige a € 4Z sei das Inverse —a definiert durch (—1) - a.
—a ist dann auch ein Element von 4Z, denn fiir jedes a € 4Z gibteseint € Z mita =4 - t.
—a=(-1)-a=(-1)-4-t=4-(-1)-t=4-(—t)und—t €Z,dennt € Z und da
(Z,+) Gruppe ist, ist —t (als Inverses) ein Element von Z und somit —a € Z.
Dad4Z C Zgilta + (—a) = (—a) + a = 0, denn —a ist auch invers in (Z, +).
Somit ist (4Z, +) eine Gruppe. [
Erreichbare Gesamtpunktzahl fiir dieses Ubungsblatt: 25 BE
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