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6. Ubungsblatt - Lésungshinweise

1. Erzeugendensystem zur additiven Gruppe (Zg X Z,,+)
In dieser Aufgabe sollen Sie zeigen, dass die additive Gruppe (Zs X Z,4, +) sich durch
das Element ([1]s,[1]4) erzeugen lésst, dass also gilt: Zs X Z, = (([1]s,[1]4))
Bearbeiten Sie dazu folgende Teilaufgaben:

a) Erldutern Sie, warum alle Elemente der additiven Gruppe (Zs X Z,4, +) in folgen-

dem Schema enthalten sind. 1BE
([4]s,[0]4) ([4]s, [1]4) ([4]s. [2]4) ([4]s. [314)
([3]s,[0]4) ([3]s, [1]4) ([3]s. [2]4) ([3]s. [314)
([2]s, [014) ([2]s, [114) ([2]s, [2]4) ([2]s, [314)
([1]s, [0]4) ([1]s, [114) ([1]s, [2]4) ([1]s, [314)
([0]s, [0]4) ([0]s, [114) ([0]s. [2]4) ([0]s, [314)

b) Uberzeugen Sie sich davon, dass man alle Elemente von (Zs X Z,, +) erhilt, indem
Sie in obigem Schema wie folgt vorgehen: Beginnen Sie mit ([1]s,[1],) und
addieren Sie ([1]s,[1]4) . Zum Ergebnis dieser Summe addieren Sie wieder
([1]s,[1]4) und so weiter... Tragen Sie hierzu Pfeile e in das Schema ein,
die jeweils fur + ([1]s, [1]4) stehen. Dabei wird jeweils ([1]g, [1]4) zum Element
am Full des Pfeils addiert und die Spitze des Pfeils zeigt auf den Wert der so
gebildeten Summe. Der in obigem Schema abgebildete Pfeil steht, zusammen mit
den Elementen an seinem Ful} und seiner Spitze, z. B. fiir folgende Gleichung:

([1]s, [114) + ([1]s, [1]4) = ([2]s, [2]4)
([1]5, [1]4) —l ([2]5: [2]4)

Tragen Sie alle Pfeile in das Schema ein und liberzeugen Sie sich davon, dass Sie so
jedes Element erreichen und schlieBlich wieder beim Element ([1]¢, [1],) landen. 5BE

a) Die Elemente von Zs X Z,4 lassen sich mithilfe von kombinatorischen Uberlegungen bestimmen.
Es gibt 5 Elemente in Zs. Das sind [0]s, [1]s, [2]s, [3]s, [4]5. Es gibt 4 Elemente in Z,. Das sind
[0]4, [1]4, [2]4, [3]4. Es gibt folglich 20 Elemente in Zs X Z, (als Kombination von einem Element
aus Zg und einem Element aus Z, ). Ordnet man diese 20 Elemente nach Zeilen (Verdnderung der
ersten Komponente (aus Zg)) erhalt man 5 Zeilen.

Ordnet man diese Elemente zusatzlich nach Spalten (Verdnderung der zweiten Komponente (aus
Z,)) so erhalt man 4 Spalten.

Insgesamt ist durch die Anordnung der 20 Elemente in Zeilen und Spalten, das gezeigte Schema
entstanden.

Zur Anordnung im Detail: Das Schema ist so aufgebaut, dass nach rechts der zweite Eintrag bei
[0], beginnend pro Spalte jeweils um eins vergroRert wird. Da Z, nur vier Elemente hat und
[4], = [0], ist, kann es keine weiteren Spalten geben. Analog wird nach oben der erste Eintrag bei
[0]5 beginnend pro Zeile jeweils um eins vergroRert. Da Zg nur finf Elemente hat und [5]s = [0]s
ist, kann es keine weiteren Zeilen geben.
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([1]s, [0]4)¢- L ([1 ]5,[1]4)/([ Is, [2]4),/\([ Is,[312)
.'V ([0]s, [0]4) ([0]s,[1]4) ([0]s,[2]4) == (015, [31,)

Die Darstellung der Pfeile ist bewusst farblich variiert, um Strukturen optisch sichtbar zu
machen. Die griinen und blauen Pfeile erfiillen mathematisch-darstellungstechnisch dieselbe
Funktion wie die roten Pfeile.

Idee der Produktgruppen verstehen

In Definition 3.3.1 haben Sie Produktgruppen kennengelernt. Diese Aufgabe soll
ihnen helfen, die Idee der Produktgruppen zu durchschauen. Dazu bilden wir aus der
Diedergruppe (D3,0) mit der Verkettung o von Deckabbildungen als Gruppen-
verknilpfung und der Gruppe (Z5 \ {[0]3},-) mit der Multiplikation - von Restklassen
als Gruppenverknuipfung wie folgt eine Produktgruppe (D3 X Z5 \ {[0]5},%):

D3 x Z3 \ {[0]5} = {(@, 2) |9 € D3,z € Z3 \ {[0]5}}
(91,21) * (92,22) = (@1 ° Q2,21 - Z3)
a) Zeigen Sie, dass gilt: Vg pep, xz,\([0]5} @ * b € D3 X Z3 \ {[0]3} 1,5BE
b) Zeigen Sie, dass (D3 X Z3 \ {[0]3},*) bzgl. der Verknlpfung * assoziativ ist. 2 BE

c) Geben Sie das neutrale Element der Produktgruppe (D3 X Z3 \ {[0]5},*) an und
zeigen Sie, dass es das neutrale Element der Verknipfung * ist. 2 BE

d) Geben Sie fir jedes Element der Produktgruppe (D3 X Zs3 \ {[0]3},*) das zuge-
horige inverse Element bzgl. der Verknlpfung * an und zeigen Sie, dass es das
jeweilige inverse Element ist. 4,5 BE

e) Begriinden Sie, warum Sie mit den Ergebnissen der Aufgaben a) bis d) gezeigt
haben, dass (D3 X Z3 \ {[0]3},*) eine Gruppe ist. 1BE

a) Da sowohl (Ds,°) als auch (Z3 \ {[0]3},-) Gruppen sind, sind sie bzgl. ihrer jeweiligen Gruppen-

operationen o bzw. - abgeschlossen. Es gilt also:
Vo, 06D, P1° P2 € D3 )
und
Vo, mezs\(ols) Z1 " Z2 € Z3 \ {[0]3}  (iD)

Damit ergibt sich:
V((pl,zl),((pz,zz)€D3><Z3\{[0]3} (@1,21) * (92, 22)
Definition  / €D3 (i)  €Z3\{[0]3} (i})
<<P1 °@2, Z1°Z > € D3 x Z3 \ {[0]5}
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b) Da sowohl (Ds,0) als auch (Zs3 \ {[0]5},-) bzgl. ihrer jeweiligen Gruppenoperationen o bzw. -
assoziativ sind, gilt:
Y 01,00.056D5 P1° (P20 03) = (@10 93) ° @3 (#)
und
V2, 20, 25€Z:\([0]5} Z1 * (Z2 " Z3) = (21 - 23) * 73 (##)

Damit ergibt sich:
Y (01,2),(02,22),(93,25)EDs X Zs\{[0]3} (p1,21) * ((‘Pz:Zz) * (‘03123))

Definition *

= (¢1,21) * (@2 © 93,25 - 23)

Definition *

= (<P1 o (@20 93),21 - (2, '23))
#

= ((§01 °®z)° @371+ (2, '23))
(##)

= (@10 92) 0 @3, (21 - 23) - 23)
Definition *

~

= (@10 92,21 - 23) * (93, 23)
Definition *

~

= ((fP1'Z1) * ((Pz,Zz)) * (@3, 23)

c) Behauptung:
Das neutrale Element der Produktgruppe (D5 X Zs3 \ {[0]3},*) bzgl. der Operation = ist (id, [1]3).
Zu zeigen ist:
Y (o.0)epsxz5\([015} (@, 2) * (id, [1]3) = (¢, 2)
Zunachst gilt:
e id ist das neutrale Element der Diedergruppe (D3,°), es gilt also:

v<p€D3 Qo id = o (.)
e [1];ist das neutrale Element der Gruppe (Z3 \ {[0]3},), es gilt also:
Vaez\(ols} 2 [1]5 = 2 (mm)

Damit folgt:

Definition *

Y(p.epsxz\(0ls} (@.2) * (id,[1]3) 2 (@eoid,z-[1]3)
(m)

= ((P:Z ' [1]3)
(mm)

£ (¢,2)

d) D3 X Z3 \ {[0]3} = {(ld, [1]3)1 (ld, [2]3), (d, [1]3)1 (d, [2]3)1 (dzr [1]3)1 (dzr [2]3);
(S, [1]3)1 (S, [2]3)1 (dS, [1]3)1 (dS, [2]3)1 (dZS’ [1]3)1 (dZS’ [2]3)}

Zu jedem Element (¢, z) von D3 X Z3 \ {[0]5} ist das jeweilige inverse Element gesucht, also das
Element (¢, z)™ 2, fir das gilt:
((P: Z) * ((P: Z)_l = (ldr [1]3) (A)

Da id das neutrale Element in (D3,0) und [1]5 das neutrale Elementin (Z3 \ {[0]5},") ist, folgt aus
(A) zusammen mit der Definition von *:

(p.2)7' = (97271 (A4)

Mit Hilfe der Gleichung (AA) kann man Inverse identifizieren.

https://tim-lutz.de Seite 3von 6



Dr. Tim Lutz Grundlagen der Algebra und elementaren Zahlentheorie (Modul 4b)

Institut fir Mathematik Sommersemes ter 2024 RPTU

Es wird nun fir jedes einzelne Element von D5 X Z5 \ {[0]3} ein inverses Element angegeben und
gezeigt, dass obige Bedingung (A) erfillt ist:

Definition *
(id, [1]3) = (id, [1]3) ™" = (id, [1]3) * (id, [1]5) = (id 0 id, [1]5 - [1]3)
id ist neutrales Element bzgl.o Definition -

= (id, [1]3 ) [1]3) = (id, [1 ) 1]3) = (id, [1]3)

Definition *
(id, [2]3) = (id, [2]3) 7" = (id, [2]5) * (id, [2]5) = (id o id,[2]5 - [2]3)
id neutr. Element bzgl.o Definition -

= (id,[2]5-[2]) = (@id,[2-2]5) = (id, [4]5) = (id, [1]3)

Definition *
d[1]3) = (d,[1]3)7! = (d, [1]3) * (d%, [1]3) 2 (dod? [1]5-[1]5) = (d3,[1]5 - [1]3)
d3=id Definition -

= (id, [1]3 : [1]3) = (id, [1 : 1]3) = (id, [1]3)

Definition *
d [2]3) * (d,[2])7" = (d,[2]3) * (d%,[2]5) = (dod? [2]5-[2]5) = (d3,[2]5 - [2]3)
d3=id Definition -

= (d[2]3-[21s) = (@d[2-2]3) = (id, [4]3) = (id, [1]3)

Definition =
(d%[1]3) * (d% [1])7 = (d% [1]3) + (d,[1]3) = (d*ed,[1]5-[1]5)
d3=id
= (d3' [1]3 : [1]3) = (id, [1]3 : [1]3) = (id, [1 : 1]3) = (id, [1]3)

Definition *
(dZ’ [2]3) * (dzl [2]3)_1 = (dzt [2]3) * (d' [2]3) = (d2 ° d, [2]3 ' [2]3)
d3=id
(d3' [2]3 ’ [2]3) = (id, [2]3 : [2]3) = (id,[2- 2]3)
(id, [4]3) = (id, [1]3)
Definition *
(s, [13) * (s, [15) 7 = (s, [z) * (s, [1]5) = (ses, 13- [1]3)

s involutorisch

= (id, [1]3 : [1]3) = (id, [1 ) 1]3) = (id, [1]3)

Definition *
(s,[213) * (s, [2]3) 7" = (s,[2]3) * (s, [2]5) 2 (sos,[2]5-[2]5)

s involutorisch

= (id, [2]3 : [2]3) = (id, [2 ’ 2]3) = (id, [4]3) = (id, [1]3)

Definition =
(ds,[1]3) * (ds, [1]5) ™" = (ds, [1]3) * (ds, [1]5) = (dsods,[1]3 - [1]3)

ds involutorisch

= (id: [1]3 ’ [1]3) = (id, [1 ) 1]3) = (id, [1]3)

Definition =
(ds, [2]3) * (ds, [2]3)7" = (ds, [2]3) * (ds, [2]5) = (dsods,[2]3 - [2]3)

ds involutorisch

= (id, [2]3 : [2]3) = (id; [2 ’ 2]3) = (id, [4]3) = (id, [1]3)
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(2, [11,) » (a5, [1]) = (@25, [1]3) » (@2, [11y) 2 (d2s o ds,[1], - [1]a)
IR i, 10, - (1) = G, [1- 1]) = (i, [1]5)
penition
(@25, [212) * (@5, [21)7" = (@25, [20) * (@25, [20) 2 (dPsod®s,[2]; - [2])
I (21, - 120) = (i, 2 21e) = (id, [41s) = (i, [1]5)
.

e) Dain den Aufgaben a) bis d) gezeigt wurde, dass die Gruppenaxiome fir (D5 X Zs3 \ {[0]3},%)
erfillt sind, handelt es sich bei (D3 X Z5 \ {[0]5},*) um eine Gruppe.

3. Rechengesetze in (Z,, +,")
Beweisen Sie, dassin (Zy, +,*), bei einem festen n € N \ {0}, folgende Rechengesetze
gelten:
a) v[a]n,[b]n,[c]nEZn [a]n ’ ([b]n + [C]n) = [a]n ’ [b]n + [a]n ’ [C]n 2,5BE
b) v[a]n,[b]n,[c]nEZn ([a]n + [b]n) ’ [C]n = [a]n ’ [C]n + [b]n ’ [C]n 2,5BE
c) v[a]n,[b]nEZn [a]n + [b]n = [b]n + [a]n 1BE

a) Seien [a],, [b], und [c],, beliebige Elemente aus Z,, dann sind a, b, ¢ € Z und es gilt:

Definition 3.1.1 Definition 3.1.1
[a]n ' ([b]n + [C]n) 2 [a]n ' [b + C]n = [a ’ (b + C)]n
Distributivgesetz in Z Definition 3.1.1
= [a-b+a-cl, = [a-b], + [a-cl,

Definition 3.1.1
= [a]n : [b]n + [a]n ' [C]n

n
b) Seien [a],, [b],, und [c],, beliebige Elemente aus Z,,, dann sind a, b, ¢ € Z und es gilt:
Definition 3.1.1 Definition 3.1.1
([a]n + [b]n) : [C]n = [a + b]n : [C]n = [(a +b) - C]n
Distributivgesetz in Z Definition 3.1.1
= [a-c+b-cl, = [a-cl, +[b-cl,
Definition 3.1.1
= [a]n ) [C]n + [b]n ) [C]n
n
¢) Seien [a],, [b], beliebige Elemente aus Z,, dann sind a, b € Z und es gilt:
Definition 3.1.1 Kommutativitit bzgl.+ in Z Definition 3.1.1
[a]n + [b]n = [a + b]n = [b + a]n = [b]n + [a]n
[
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4. Diedergruppe D5 mit Hilfe von Permutationen notiert
Die Abbildung zeigt ein reguldres Fiinfeck, bei dem alle
Symmetrieachsen (unter anderem die Achse s) und eine
Deckdrehung, ndamlich die Drehung d := d; 7,-, abgebil-
det sind. Mit Hilfe von Achsenspiegelungen und Dreh-
ungen lasst sich die Diedergruppe wie folgt darstellen:
Ds = {id,d,d? d3,d*, s,ds,d?s,d3s,d*s}
Diese Menge lasst sich aber auch durch Permutationen
in Zykelschreibweise darstellen.
a) Geben Sie fiir jedes Element von Ds die
entsprechende Zykel-Schreibweise an.
Beispiel: d = (12345) 4 BE
b) Berechnen Sie das Ergebnis der Verkettung neben- (13524) 0 (13)(45)
stehender Abbildungen, in der Zykel-Schreibweise (25)(34) o (14)(23)
und geben Sie jeweils auch an, welche Deckabbil-
dung (Drehung bzw. Achsenspiegelung) des regu- (12345) o (14253)
laren Flnfecks sich als Ergebnis der Verkettung (12)(35) o (15432)
ergibt. 4 BE
a)
id=(1)
d = (12345)
d? = (13524)
d3 = (14253)
d* = (15432)
s = (1)(25)(34) = (25)(34)  Bemerkung: Hier wird der Eckpunkt 1
auf sich selbst abgebildet.
ds = (12)(35)(4) = (12)(35) Bemerkung: Hier wird der Eckpunkt 4
auf sich selbst abgebildet.
d?s = (13)(2)(45) = (13)(45) Bemerkung: Hier wird der Eckpunkt 2
auf sich selbst abgebildet.
d3s = (14)(23)(5) = (14)(23) Bemerkung: Hier wird der Eckpunkt 5
auf sich selbst abgebildet.
d*s = (15)(24)(3) = (15)(24) Bemerkung: Hier wird der Eckpunkt 3
auf sich selbst abgebildet.
b)

i) (13524) 0 (13)(45) = (15)(24)(3) = (15)(24)
Spiegelung an der Symmetrieachse durch den Eckpunkt 3

i) (25)(34) o (14)(23) = (13524)
Drehung dj; 7. um 72° um den Mittelpunkt M

iii) (12345) o (14253) = (15432)
Drehung d ) ,gg- um 288° um den Mittelpunkt M

iv) (12)(35) o (15432) = (13)(2)(45) = (13)(45)
Spiegelung an der Symmetrieachse durch den Eckpunkt 2

‘ Erreichbare Gesamtpunktzahl fiir dieses Ubungsblatt:

31 BE
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